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Correction SIGMA n°2B 2019-2020

Correction SIGMA n°2B

Exercice 1 - Inspiré EDHEC 1995

1. A Tinstant 0, le mobile est en O donc

P(EQ()) =1et P(E07_1> = P(E()J) =0.

Puisqu’a l'instant 0 le mobile est en O, il sera en A avec probabilité p et en B avec probabilité g,
c’est a dire

2. (a)

()

P(ELO) = O, P(El,l) =p et P(Elvfl) =(q

Le mobile ne reste pas sur place entre deux instants successifs donc pour tout i € {—1,0, 1},

Pg, (Eny1:) = 0.

Si le mobile est en O a l'instant n, il sera a l'instant n + 1 en A avec probabilité p et en B avec
probabilité ¢ donc

PE7L,O<E7L+171) = p et PEn,O (EnJrl,*l) = q
Si le mobile est en A ou en B alors a 'instant n + 1 il retourne en O donc
Pg,  (Bni10) = Pe, _,(En10) =1et Py, (Enp1,-1) = Pe, _, (Eny11) = 0.

Soit n € N, alors {E,, 1, E,0, E,1} est un systeme complet d’événements finis. On a donc
d’apres la formule des probabilités totales, pour tout i € {—1,0,1},

P(Eni1,i) = Pg, _(Bny1) P(En 1) + P, o (Eng1,i) P(Eno) + Pe,, (Bny1i) P(Ena).

En utilisant les résultats de la question (2)(a) on obtient
P(Eni1,-1) = qP(Eno), P(Ent10) = P(En 1) + P(En) et P(Eny11) = pP(Enp).

Le résultat de la question (2)(b) peut s’écrire

P(Eny1,-1) 0 g 0\ (P(En-1)
P(E,t10) | =1 0 1 P(E,0)
P(EnJrl’l) O p O P<En,1)
Autrement dit,
0 g O
Upi1=MU, avec M =|1 0 1
0 p O

Montrons par récurrence sur n que, pour tout n € N, U,, = M"Uj.

Pour n = 0 on a bien M°U, = I;U, = U,.

Soit n € N, supposons que U,, = M"Uy. Alors on a U,y = MU, = MM"Uy = M"U,. Donc
I’égalité reste vraie au rang n + 1.

On a donc, pour tout n € N, U,, = M"Uj.

Le script Scilab est
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n = input("Entrez n: ")
p = input("Entrez p: ")
q = input("Entrez q: ")
M=1[0,q,0;1,0,1; 0, p, 0]
U0 = [0; 1; O]
U = M™n*U0
disp(U)
4. (a) Pour montrer que @ est inversible il suffit de résoudre le systéme linéaire suivant
qr1 + 22 +qrs = T +qrs =y t+ys3 Ly« L1+ L
—T1 TIT3 =Y T +T3 =Y
pxy — T2 +pr3 = Y3 PT1 — T2 +pr3 = Y3
T +qr3 =y +y3
— 203 =1 +y2tys Lo Lo+ Iy
— T2 = —DPy1 + qy3 L3« L3 —plLy
v1 =5 —y2 +y3)
< (T2 =DPYy1—qys
T3 = %(?ﬂ +y2 +y3)
1 1 -1 1
Donc () est inversible et Q! = 5 2p 0 —2q
1 1 1

& Remarque : Vous pouvez également utiliser la méthode du cours pour trouver Q1

(b) Calculons QDQ ™.

1[4 1 gq -1 0 0 1 1 1
QDQ ! = 5 -1 0 1 0 0 0f[2p 0 —2¢
p —1 p 0 01 1 1
1[4 1 ¢ -1 1 -1 0 g O
= 5 -1 0 1 0O 0 O0]=[101|=M

p —1p 1 1 1 0 p O
On a donc bien QDQ™! = M.

C ontrons par récurrence sur n que, pour tout n € N, = .

M < N, M" = QD"Q~!

Pour n = 0 on a bien QD°Q™! = QLQ~' = QQ ™! = I3 = M°.
Soit n € N, supposons que M™ = QD"Q~!, alors

Mn+1 — MnM — QDnQ—lQDQ—l — QDnDQ—l — QDn—l—lQ—l

L’égalité reste donc vraie au rang n + 1 et donc on a obtenu que

QD Q.
5. (a) Tout d’abord, on sait d’apres le cours que, pour tout n € N,

(=1™ 0

D" = 0 0

0 0

pour tout n € N, M"™

0
0
1
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Soit n € N, calculons U,,.

¢ 1 ¢\ /(=)™ 00\ /1 -1 1 0

U,=M"Uy=QD"Q 'Uy==-[-1 0 1 0 002 0 —2¢]|]1

p -1 p o o0 1/\1 1 1 0
1 (_1)nq 0 ¢q -1 1 <_1)n+1q4‘q
=3 (=)™t 0 1|| o0 =5 (=)™ 41
(-=1)"p 0 p) \ 1 (=1)"*'p+p

On a donc, pour tout n € N,

P(En-1) =4((-1)"" +1), P(Eno) =3 ((=1)"+1) et P(En1) =2 (-1 +1)

(b) On a en particulier P(Fa,p) = 3 ((—1)*"+1) = 1. On aurait pu prévoir ce résultat car a

Iinstant 0 le mobile est en O, a 'instant 1 en A ou B, a l'instant 2 le mobile revient en O, etc...
Ainsi, a tout instant pair, le mobile est en O et donc

pour tout n € N, I'événement Ej, o est certain.

Exercice 2

Soit a et b des réels avec 0 < a < b. Soit (up)nen €t (Vn)nen deux suites définies par uy = a, vy = b et,

pour tout n € N, 9 9
u; vy
Up+1 = et Upt1 = .

1. Montrons par récurrence sur n que
vn € N, u, et v, existent bien et u,, > 0, v, > 0.

Tout d’abord, on a bien ug =a > 0 et vg = b > 0.

Soit n € N, supposons que u,, et v, existent bien et que u,, > 0 et v, > 0.

On a alors u,, + v, > 0 donc, en particulier, u, + v, # 0 et ainsi u,,1 et v, existent bien.

De plus, ufl > 0, U,QL > 0 et u, +v, > 0 donc u,.1 >0 et v,,; > 0. La propriété reste vraie au rang
n+ 1.

On peut donc affirmer, d’apres le principe de récurrence, que

vn € N, u, et v, existent bien et u,, > 0, v, > 0.

= input("Entrez n:")
= input ("Entrez a:")
input ("Entrez b:")
= a

=D

for i=1:n

x=u"2/ (u+v)

v=v_"2/ (u+v)

u=x

< & T o B
I

end
disp(u,"un=")
disp(v,"vn=")
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2774
, a
3. (a) Montrons par récurrence sur n que, pour tout n € N, x,, = <) .

b

Uy a a\ %’ a\'! a s s s o
Tout d’abord, xrg = — = — et () = () = — donc I’égalité est vérifiée pour n = 0.

vg b b b b

271
a
Soit n € N, supposons que ,, = (b) , alors
% ny\ 2 n n
PSS W ve i (Y —aa= ((9)7) = ()7 = (1Y B
it Upi1 % v2 Up, " b b b

donc I’égalité reste vraie au rang n + 1.
On peut donc affirmer, d’apres le principe de récurrence, que

2’ﬂ
vneN, x, = (Z) )

(b) Pour tout n € N,

B o vr ur—vr (U ) (U — ) B
Yn+1 = Unt1 — Ung1 = - = = = Up — Un = Yn-

Pour tout n € N, y,.1 = vy, donc

(yn)neN est constante.

4. Pour tout n € N, v,, > 0 donc u,, + v, > u, > 0 et

Up + Up Un

autrement dit wu, 1 < uy,.

(un)nen est strictement décroissante.

5. (a)
2k
Vk _ 'U;g :uk—i_vk:ltk—l—l:mk‘i_l:(a) +1:1+l’2k
Vk+1 u:ika Vi Vi b

VkeN, 2 — 142"

Vk+1
(b) On a, d’apres (4)(a)(i), pour tout n € N,
Pn:ﬁvk:%: 1.
k=0 Vk+1 Un+1 Un+1
1
VneN, P, =
Un+1
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Probléme - Evolution des intentions de vote

Dans une élection a venir, deux candidats A et B se présentent. Un groupe d’électeurs est composé de
m individus, avec m > 2.

Initialement, au jour appelé « jour 0 », le nombre d’individus préférant le candidat A vaut a (il y en a
donc m — a préférant le candidat B). Ensuite, chaque jour, un des individus au hasard dans le groupe en
rencontre un autre, au hasard également, et il lui parle des élections. Si leurs intentions de vote différent,
il le convainc de voter comme lui.

Pour tout entier naturel n, on note X,, le nombre d’individus du groupe ayant I'intention de voter pour
le candidat A le soir du n-iéme jour. Ainsi, X,, est une variable aléatoire a valeurs dans [0, m].
On remarque que Xy est une variable aléatoire certaine : P(Xy = a) = 1.

Partie I - Un cas particulier : m =4

Dans cette partie, on étudie le cas d'un groupe formé de quatre électeurs.

1. Soit i et j deux entiers dans [0, 4]. On note p; ; la probabilité pour qu’il y ait exactement j personnes
dans le groupe ayant 'intention de voter pour A un jour donné, sachant qu’il y en avait ¢ la veille.

(a) Si aucune personnes ne veut voter pour A les deux personnes se rencontrant veulent toutes les
deux voter pour B et il n’y a pas de changement. D’ou

DPo,o = P(szo)(XkH =0)=1.

De méme si toutes les personnes veulent voter pour A, les deux qui se rencontrent veulent voter
pour A et il n’y a aucun changement, et

Paa = Pix=1)(Xpp1 =4) = 1.

(b) Chaque jour une personne au maximum change d’avis donc si X = i, alors le lendemain
i—1< X <i+1

et si |1 — 7| > 2 cette condition n’est pas vérifiée donc
pi,j = 0
(c) SiXpy=1,ona:
Pour avoir X, = 0, il faut que la premiere personne tirée vote pour B; or il y en a 3 sur les 4
donc la probabilité est de %.
Il faut de plus que la deuxiéme personne tirée vote pour A; or il y en a 1 sur les 3 restantes
donc la probabilité est de % On obtient donc

3 1 1
Po=3X3=1
Pour avoir X, = 2, il faut que la premiere personne tirée vote pour A; or il y en a 1 sur les 4
donc la probabilité est de i.

Il faut de plus que la deuxiéme personne tirée vote pour B; or il y en a 3 sur les 3 restantes
donc la probabilité est de 1. On obtient donc

><1:1.
4

Enfin, comme (X} = )o<;<4 est un systeme complet d’événements et p;3 = p;4 = 0 par la
question précédente, on a :

e~ =

P12 =

1

P11 = 1-— P10 — P12 — P13 —P1ga = 5
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(d) Les justifications sont les mémes que pour la question précédente

1/2 1/3 0
2. On définit la matrice M = | 1/4 1/3 1/4 ], et pour tout entier naturel n, la matrice colonne U,, =
0 1/3 1/2
P(X,=1)
P(X, =2)
P(X, =3)

Avec le systéme complet d’évenement (X,, = 7)p<i<4, la formule des probabilités totales donne :

i=0
=0+p1aP(X,=1) +p21P(X, =2) +0
1 1
SP(X, = 1)+ 3 P(X, = 2)
De méme on a
P( n+l — 2 Z P Xn:i) (Xn+1 = 2)
= 0 +p172P(Xn = 1) +p272P(Xn = 2) —f‘pg,gP(Xn = 3) +0
1 1 1
=_P(X, =1 -P(X,=2 -P(X, =
2P &En =1+ o P(Xo =2) + 2 P(X, =3)
P(Xn41=3) ZP Pix,=i)(Xp+1 = 3)
= O +p2’3P(Xn = 2) +p373P(Xn = 3) + 0
1 1
=-P(X,=2)+ -P(X, =3)
3 2
Le produit Mwu,, donne alors :
1 1
-P(X, =1 -P(X, =2
.2 ( 1 )+ 32 1 ) P(Xpi1 = 1)
MU, = *P(Xn = 1>+*P(Xn :2)+*P<Xn :3) = P(Xn+1 :2) = Uny1
4 3 4 _
1 1 P(X,41 =3)
§P<Xn =2)+ §P(X" =3)

On démontre 1’égalité U, = M"U, par récurrence sur n.
e Initialisation : On a M° = I, et M°U, = U, donc l'initialisation est vérifié.
e Hérédité : On suppose que la proposition P,, est vraie pour un certain rang n > 0. On a alors
Upi1 =M x U,
=M x M"U,
= M""'U,

Donc la proposition P,y est vraie. La suite de proposition (P,) est héréditaire.
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e Conclusion : ’Pour tout n e N, U, = M"U, |

Partie II - Le cas général

On revient dans cette partie au cas général d’'un groupe de m électeurs.
On note m, ; = P(X,, = k), la probabilité pour qu’il y ait exactement k électeurs envisageant de voter
pour A a l'issue du n-iéme jour.

1. Soit n un entier naturel.

(a) Soit k € [0, m —1]. Sachant que X,, = k, pour avoir X,,,; = k+ 1 il faut que I'un des k électeurs
voulant voter pour A soit tiré en premier (probabilité =~ LA puis que dans les m — 1 restants, on
choisisse un des m — k voulant voter pour B (probabﬂlte m=k) donc

k L k- k(m—k)

m - m—-1 mm-1)"

Pix,=i)(Xny1 =k +1) =

Sachant que X,, = k, pour avoir X, = k: — 11l faut que I'un des m — k électeurs voulant voter
pour B soit tiré en premier (probabilité ™—* k) puis que dans les m — 1 restants, on choisisse un
des k voulant voter pour A (probabilité m—_) donc

P(Xn:ki) (Xn+1 - ]f — 1) — m—k X k — k(m—kj) .

m m—1 m(m—1)

Enfin, on remarque que sachant X,, = k, X,, ;1 est compris entre k — 1 et k£ 4+ 1 donc
Px,—e(Xpns1 =k = 1)+ Px, =1 (Xny1 = k) + Px,=e(Xpp1 =k +1) =1

donc on obtient

Pixp=i)(Xn1=k)=1— 2k(m—k)

m(m—1)

(b) On calcule 1,41 = P(X,41 = k) pour k € [1,m — 1]. Avec le systeme complet d’évenement
(X% = J)jepo,m] et en appliquant la formule des probabilités totales, on a

Tk = 2 P(Xy = ) Pix,—)(Xnp1 = k)

I
M:

i Px,=j) (Xns1 = k)

7=0
k—2 k+1 n
= Tp,j X 0+ Z Wn,jP(Xn:j) (Xn+1 = ]C) + Z Tn,j X 0
=0 j=k—1 j=k+2
+

- Z Xn+1 - k)

j=k—

(k—1)(m—Fk+1) (k+1)(m—k—1)

= Tpk—1 X

mim = 1) *”"’kx<1_2M>+“"’k*lx m(m = 1)

(k=1)(m+1—=k)mpp—1+[mim—1) = 2k(m — k)|mpr + (k+1)(m — 1 — k)T 1
m(m —1) '

2. (a) On montre par récurrence sur n les propositions

P, - {vk c Hl,m — 1]],7Tn,k: < (%)n}
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e Initialisation : 7 est une probabilité donc

0
—1)—=2
ror <1 et (Mm-D=2)
) 1)

m(m —

L’initialisation est bien vérifié. .
e Hérédité : On suppose qu’il existe n € N fixé tel que Vk € [1;m?1]], m, 5 < (%) .

Alors pour tout k € [1,m — 1], on a :

Tn+1,k S

m(m — 1)

(k—1)(m+1—k)+[m(m—1)—Qk(m—k)]+(k+1)(m—1—l<;)x<m(m—1)—2)”
(m—1)

On simplifie le numérateur du premier facteur qu’on note NV :

Dm+1—k)+[m(m—1)—2k(m—k)]+ (k+1)(m—1—k)
(m—k)+k—m—-14+k+m(m-—1)—2k(m—k)+k(m—k)—k+m—1—k
(m—-—k[1-24+1+k14+1-1-1)+m(-1+1)+m(m—1)—2
m(m—1)—2

= (k-
=k
k

ce qui donne enfin :

Ttk <

m(m —1) —2 m(m—1) —2\"
g 7

m(m — 1) m(m —

()

La propriété est vraie au rang n + 1.
e Conclusion : Pour tout n € N et pour tout k € [1;m — 1]

s ()

3. Pour tout entier naturel n, on pose Z,, = X,,11 — X,.

(a) Comme une seule personne peut changer d’avis chaque jour, on a
|Xn+l - Xn| <1

donc Z,(2) € {—1;0;1}.
De plus, avec X,, = 1 qui peut donner avec une probabilité non nulle X,y = 0, X,,;,; = 1 et
Xyt+1 =2 on a bien {—1;0;1} C Z,(12) et enfin

Zn(2) = {-1;0;1}.

(b) Avec le systeme complet d’évenement (X, = k)peo;m) on a :

_ i:p((xn+1 — Xy = 1) N (X, = k)
— f:P((Xn+1 =k+1)N(X, =k))
k=0
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Or X,.1 = m+ 1 est impossible et (X,, = 0) N (X,41 = 1) également car si X,, = 0 alors
X1 = 0. Enfin, en utilisant la formule des probabilités composées et avec le résultat du 1(a),

on a
m—1
k=1
= k(m — k)
= Tn,k X
k=1 m(m — 1)

(¢) Un raisonnement identique donne (avec (X1 =71) et (X,, = m)N(X,41 = m—1) impossibles) :

m—1

P(Z,=-1)= Z P(X, = k)P(Xn=k)(Xn+1 =k—1)

(d) On en déduit que

E(Z,)=—1x P(Zy=—=1)+0x P(Z,=0)+1x P(Z, = 1)
— —P(Z,=1)+ P(Z, = 1)

(e) Pour tout n € N, par linéarité de I'espérance
E(Zy) = E(Xni1) — E(X,) =0
donc E(X,41) = E(X,). On montre alors par récurrence que pour tout n € N,
E(X,) = B(X,) = a

car X, est une variable aléatoire certaine égale a a.

La suite (F(X,))n, est bien constante égale a a.
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